
Î âîçâðàùàåìîñòè â ñðåäíåì.
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1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü Õ - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·) è ñèãìà-àëãåá-

ðîé èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Φ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå áîðåëåâñêèå ìíîæå-
ñòâà.
Ïóñòü òàêæå T - èçìåðèìîå, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ.
Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ(X) = 1. Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðå-
ìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè [1] ãëàñèò, ÷òî ïî÷òè êàæäàÿ òî÷êà X
âîçâðàùàåòñÿ, ò.å. äëÿ ï.â. x ∈ X:

∀ε > 0 ∀K > 0 ∃t > K : d(T tx, x) < ε.

Ðàññìîòðèì ìåðó Hh(·) íà X, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Hh(E) = lim
δ→0

Hδ
h(E),

ãäå h(t) - íåîòðèöàòåëüíàÿ (h(0) = 0) íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ, à Hδ

h(E) = inf{∑ h(δj)} , ãäå inf áåðåòñÿ ïî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì
ïîêðûòèÿì E îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè {Bj} , diam(Bi) = δj < δ.
Åñëè h(t) = tα, òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ìåðó Õàóñäîðôà Hα(·).

Ñëåäóþùèå íèæå òåîðåìû 1.1 è 1.2 áûëè äîêàçàíû Ì. Áîøåðíèöàíîì
â [2]. (Ïîõîæèé ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî ïîëó÷èë Í.Ã. Ìîùåâèòèí â [3]).
Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå
Hα(X) = C < ∞ , à T - îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ.
Òîãäà äëÿ ï.â. x ∈ X âûïîëíåíî lim infn→∞{nβ · d(T nx, x)} < ∞ , ãäå
β = 1/α.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðû µ è Hh ñîãëàñîâàíû, åñëè ëþáîå µ èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Hh èçìåðèìûì.
Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Hα è µ ñîãëàñî-
âàíû, äëÿ ëþáîãî µ - èçìåðèìîãî A µ(A) = Hα(A) è T - îòîáðàæåíèå
X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ.
Òîãäà äëÿ ï.â. x ∈ X âûïîëíåíî lim infn→∞{nβ · d(T nx, x)} ≤ 1 , ãäå
β = 1/α.
Â äàííîé çàìåòêå óñòàíîâëåíî ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ êîíñòàíò ëîêàëüíîé
âîçâðàùàåìîñòè è N - âîçâðàùàåìîñòè, íàéäåíà êîíñòàíòà âîçâðàùàå-
ìîñòè äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Èñïîëüçîâàííûå êîíñòðóêöèè ðàç-
âèâàþò ïîäõîä èç ðàáîò [2,3].
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2. Ðåçóëüòàò î âîçâðàùåíèè â ñðåäíåì.
Ñôîðìóëèðóåì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò î âîçâðàùàåìîñòè â ñðåäíåì.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå
Hh(X) = C < ∞ , à T - îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ è Hh ñîãëàñîâàíû.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ C(x) = lim infn→∞{n · h(d(T nx, x))}.
Òîãäà C(x) èíòåãðèðóåìàÿ (ïî ìåðå µ) ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî µ èçìåðè-
ìîãî A âûïîëíåíî ∫

A
C(x)dµ ≤ Hh(A).

Åñëè æå Hh(A) = 0, òî ∫
A C(x)dµ = 0 áåç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìåð

µ è Hh.
Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî ïðèìåðó èç �7 ðàáîòû [2] îöåíêà â òåîðåìå 2.1
ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì (ïî àíàëîãèè ñ
[2]), ÷òî C(x) èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a, ìíîæåñòâî :

W = {x ∈ X | C(x) > a} − µ − .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî u > 0, ìíîæåñòâà

W (u) = {x ∈ X | ∀n ≥ 1, , d(T nx, x) < u

n · h(d(T nx, x)) > a + u}
� µ � èçìåðèìû è

W =
∞⋃

k=1

W (
1

k
).

Ò.å. C(x) - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáùåèçâåñòíà (ñì.[2]).
Ëåììà 1. Åñëè Y − µ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, t ≥ 1,

Y (t) := {x ∈ Y | T ix /∈ Y i, 1 ≤ i ≤ t}.

Òîãäà µ(Y (t)) ≤ 1/t.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî V ñ Hh(V ) < cµ(V ) ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî F ⊆ V , µF > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ F C(x) < c.
Â òåîðåìå Ì. Áîøåðíèöàíà [2] àíàëîã ìíîæåñòâà W èìååò ìåðó, áëèçêóþ
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ê µ(V ), íî çíà÷åíèå êîíñòàíòû âîçâðàùåíèÿ íå îòñëåæèâàåòñÿ. Â íàøåé
ëåììå ìåðà W ìàëà, íî óñòàíàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà C(x).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Ïóñòü Hh(V ) 6= 0.
Ïîëîæèì κ = Hh(V )/µ(V ) < 1 è âûáåðåì ïàðàìåòð p òàê, ÷òî 1 <
p è p3 < 1/κ. Âîçüìåì ïîêðûòèå V ìíîæåñòâàìè {Ui} ñ diam(Ui) =
ri < ε, òàê ÷òî ∑

i≥0 h(ri) < c′, ãäå c′ = Hh(V )p. Ìîæíî ñ÷èòàòü Ui

íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòûìè, íî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ. Ââåäåì ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ :

J = {i | c′pui < h(ri)µ(V )}, (1)
ãäå ui = µ(Ui). Òîãäà

∑

i∈J

ui <
µ(V )

c′p

∑
h(ri) <

µ(V )

p

∑

i/∈J

ui > µ(V )(1− 1

p
) (2)

Äëÿ i /∈ J ââåäåì, êàê â ëåììå 1, ìíîæåñòâà Ui(ti) ñ µ(Ui(ti)) ≤ 1/ti, ãäå
ti = c/ph(ri), ò.å.

µ(Ui(ti)) ≤ ph(ri)

c
≤ c′p2ui

cµ(V )
=

uiHh(V )p3

cµ(V )
= uip

3κ < ui.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà:

G(ε) =
⋃

i∈J

Ui

⊔ ⋃

i/∈J

Ui(ti) F (ε) = V \G(ε).

Òîãäà

µ(G(ε)) ≤ ∑

i∈J

ui +
∑

i/∈J

uip
3κ = µ(V )−∑

i/∈J

ui +
∑

i/∈J

uip
3κ =

= µ(V )−∑

i/∈J

ui(1− p3κ).

Òàêèì îáðàçîì èñïîëüçóÿ (2) ïîëó÷àåì

µ(F (ε)) ≥ (1− p3κ)
∑

i/∈J

ui > µ(V )(1− p3κ)(1− 1

p
). (3)

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî x ∈ F (ε), x ∈ Ui ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå k,
1 ≤ k ≤ ti, ÷òî T kx ∈ Ui è d(T kx, x) < ri. Ò.å.

h(d(T kx, x)) < h(ri) =
c

pti
≤ c

pk
.
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Òåïåðü áåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εi}, εi → 0 è ìíîæåñòâî

F =
⋂

k≥1

⋃

i≥k

F (εi) = {x ∈ X | x ∈ F (εi) F (εi)} (4)

Òîãäà µ(F ) ≥ µ(V )(1− p3κ)(1− 1
p
) > 0, è äëÿ ëþáîãî x ∈ F

lim inf{n · h(d(T nx, x))} ≤ c/p < c. (5)

Åñëè æå Hh(V ) = 0, òî κ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
0 < c < 1, ïàðàìåòð p > 1 è ïîêðûòèå V ìíîæåñòâàìè {Ui} ñ diam(Ui) =
ri < ε, òàê ÷òî ∑

i≥0 h(ri) < c′, ãäå c′ = c2µ(V )/p2. Ââîäèì, ïî ôîðìóëå
(1) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J , òîãäà

∑

i∈J

ui <
µ(V )

p

∑

i/∈J

ui > µ(V )(1− 1

p
)

Äëÿ i /∈ J ââåäåì ìíîæåñòâà Ui(ti) ñ µ(Ui(ti)) ≤ 1/ti, ãäå ti = c/ph(ri), ò.å.

µ(Ui(ti)) ≤ ph(ri)

c
≤ c′p2ui

cµ(V )
= ui < ui.

È, äåéñòâóÿ, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Hh(V ) 6= 0, ïîëó÷àåì âìåñòî (3)

µ(F (ε)) ≥ (1− )
∑

i/∈J

ui > µ(V )(1− )(1− 1

p
).

Îòêóäà äëÿ ëþáîãî x ∈ F (ε), x ∈ Ui ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå k,
1 ≤ k ≤ ti, ÷òî T kx ∈ Ui è d(T kx, x) < ri. Ò.å.

h(d(T kx, x)) < h(ri) =
c

pti
≤ c

pk
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ∀x ∈ F (F îïðåäåëåíî, îïÿòü æå, ïî ôîðìóëå (4),
µF > 0) èìååò ìåñòî (5). Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 2.1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæå-
ñòâî A. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ(A) > 0. Âîçüìåì ëþáîå íàòóðàëüíîå n è
ââåäåì ìíîæåñòâà óðîâíåé äëÿ C(x) :

Aj = {x ∈ A | j − 1

2n
≤ C(x) <

j

2n
}, j = 1 . . . 2n · n, M(n) =

2nn⊔

j=1

Aj
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B(n) = {x ∈ A | n ≤ C(x)}.
Òîãäà ∫

M(n)
C(x)dµ ≤

2nn∑

j=1

µAj
j

2n
.

Â ñëó÷àå ñîãëàñîâàííîñòè µ è Hh èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî
Hh(Aj) ≥ j−1

2n µ(Aj), çíà÷èò,
2nn∑

j=1

µAj
j

2n
≤ Hh(A) +

2nn∑

j=1

µAj

2n
≤ Hh(A) +

1

2n
(6)

Îïÿòü æå èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì

µB(n) ≤ Hh(B(n))

n
≤ C

n
.

Åñëè æå Hh(A) = 0, òî µ(Aj) = 0 ∀j 6= 1, ∑2nn
j=1 µAj

j
2n ≤ 1

2n è µB(n) = 0.
Ðàññìîòðèì èçìåðèìûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè fn : fn(x) = C(x) íà
M(n) è fn(x) = 0 íà B(n). Òàê êàê µB(n) → 0 ïðè n → ∞, òî fn → f
ï.â. è èç íåðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì, ÷òî ∫

A fndµ ≤ Hh(A) + 1
2n . Òîãäà ïî

òåîðåìå Ôàòó âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè æå ìåðà A ðàâíà
íóëþ, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî (C(x) èíòåãðèðóåìà ò.ê. µ(X) = 1 > 0).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1
Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ï.â. îãðàíè÷åíà, òî â

ñëó÷àå ñîãëàñîâàííîñòè ìåð µ è Hα èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò òåîðåìà 1.1.
Çàìå÷àíèå 2. Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò òåîðåìà 1.2.
Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ìíîæåñòâà E ñ Hα(E) = 0, ëèáî µ(E) = 0, ëèáî
C(x) = 0 µ - ï.â. íà E. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C(x) > 0 µ - ï.â. íà X, òî ìåðà
µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Hα.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 0 < C = Hα(X) < ∞.
(à) Åñëè C(x) = C ï.â. (µ), òî äëÿ ëþáîãî µ - èçìåðèìîãî E µ(E) =
Hα(E)/C è µ - ýðãîäè÷íà.
(á) Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ÷òî µ(A) 6=
Hα(A)/C, òî çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî A íà X \ A, ïîëó÷àåì Hα(A) <
Cµ(A). Ñëåäîâàòåëüíî, â A ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû
íà êîòîðîì C(x) < C, ò.å. òàì êîíñòàíòà âîçâðàùåíèÿ ìåíüøå.
Èòàê, ñâîéñòâî (á) î÷åâèäíî. Äîêàæåì (à). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå
X íà T - èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû A1 è A2, µ(Aj) 6=
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0, 1, j = 1, 2. Åñëè áû Hα(A1) èëè Hα(A2) áûëà ðàâíà 0, òî ïî òåîðå-
ìå 2.1 C(x) = 0 íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òàêèì îáðàçîì,
0 < Hα(A1) < C è îïÿòü èç òåîðåìû, äëÿ ìåðû µ1(E) := µ(E ∩A1)/µ(A1)
èìååì C(x) < C íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû â A1. Íî òîãäà
C(x) < C íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû â A1 è äëÿ ìåðû µ.
ýòîãî ðàññóæäåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ íå ýðãîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñó-

ùåñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà êîòîðîì C(x) ≤ C/n,
ãäå n - ÷èñëî ýðãîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò.
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ìåðà Hα/C ñîõðàíÿåòñÿ è ýðãîäè÷íà. Òîãäà C(x) =
0 ï.â. äëÿ ëþáîé äðóãîé ñîõðàíÿåìîé ýðãîäè÷åñêîé ìåðû.
Ñëåäñòâèå 3 âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ëþáûå äâå ýðãîäè÷åñêèå ìåðû ñèíãó-
ëÿðíû (ñì., íàïðèìåð, [6]), òî åñòü, äëÿ Hα è äðóãîé ýðãîäè÷åñêîé ìåðû
µ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B ñ Hα(B) = 0 è µ(B) = 1. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå
2.1 C(x) = 0 µ ï.â.
Ïðèìåð. Ïóñòü m ≥ 2 öåëîå. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Tx = mx (mod 1) C(x) = 0 ï.â. â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà. Èç ñëåäñòâèÿ 3
âûòåêàåò C(x) = 0 ï.â. äëÿ ëþáîé ìåðû (ñì. òàêæå [2]).
Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü X - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþ-
ùåå Hh(X) = C < ∞ , à T - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ X , ÷òî lim inf{n · h(d(T nx, x))} ≤ C.
Ñëåäñòâèå 4 âûòåêàåò èç òåîðåìû Áîãîëþáîâà-Êðûëîâà (ñì., íàïðèìåð,
[7]).

4. Îá N - âîçâðàùàåìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G âïîëíå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â X.

ε - ýíòðîïèåé ìíîæåñòâà G (ñëåäóÿ À.Í. Êîëìîãîðîâó [5]) íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà Hε(G,X) = log2Nε(G,X) , ãäå Nε(G,X) - íàèìåíüøåå êîëè÷å-
ñòâî òî÷åê êîòîðîå ìîæåò áûòü â ε - ñåòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì
Nε(X) = Nε(X,X).
Åñëè X âïîëíå îãðàíè÷åíî, òî Nδ(X) êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî δ è èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∑

h(δj) ≤ Nδ(X)h(δ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Nδ(X) ≤ C/h(δ)
(h - ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ Hh), òî Hh(X) ≤ C.
Îïðåäåëåíèå 2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå N . Ôóíêöèþ
CN(x) = min{ d(T nx, x) | 1 ≤ n ≤ N } íàçîâåì N - êîíñòàíòîé âîçâðàùà-
åìîñòè äëÿ òî÷êè x.
Ñôîðìóëèðóåì íàø âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü X - âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·), ôóíêöèåé N(x) = Nx(X), diam(X) = 1 è T -
îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ.
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Ïóñòü A ⊆ X - ëþáîå µ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è g(x) äåéñòâèòåëüíàÿ
íå óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà [0, 1], òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ñòèëòüåñà ∫ 1

t NA(x)dg(x),
ãäå NA(x) = min(µ(A), Nx(A,X)/N). Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðà-
âåíñòâî

∫

A
g(CN(x))dµ ≤ inf{ t | g(t)µ(A) +

∫ 1

t
NA(x)dg(x) }.

Çàìå÷àíèå. 1. Óñëîâèå diam(X) = 1 íåîáðåìåíèòåëüíî, èáî ìîæíî çà-
ìåíèòü ìåòðèêó d(·, ·) íà ìåòðèêó d̃(·, ·) = d(·, ·)/diamX.
2. Ïðè g(x) = x òåîðåìà 4.1 äàåò îöåíêó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ CN(x),
ïðè g(x) = xk òåîðåìà 4.1 äàåò îöåíêó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ k - ãî ìî-
ìåíòà CN(x).
Â ñëó÷àå Nε ≤ (1/ε)d, d - íàòóðàëüíîå (X ⊆ Rd) òåîðåìà 4.1 äàåò îöåíêó

∫

X
CN(x)dµ ≤ ln N

N
(d = 1)

∫

X
CN(x)dµ ≤ d

(d− 1)N1/d
(d ≥ 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê CN(x) ≤ 1, à g(x) îãðàíè÷åíà, òî èíòåãðàë â
ëåâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå m è ÷èñëà
t1 = t < t2 < . . . < tm = 1. Ââåäåì ìíîæåñòâà óðîâíåé äëÿ CN(x)

A1 = {x ∈ A | 0 < CN(x) ≤ t1}, A2 = {x ∈ A | t1 < CN(x) ≤ t2}, . . . ,

Am = {x ∈ A | tm−1 < CN(x) ≤ tm} B = {x ∈ A | CN(x) = 0}.
Ïóñòü aj = µ(Aj), b = µ(B), a = µ(A), òîãäà ∑m

j=1 aj + b = a è
∫

A
g(CN(x))dµ ≤

m∑

j=1

g(tj)aj + g(0)b =
m∑

j=1

(g(tj)− g(0))aj + g(0)a (7)

Äëÿ l ≥ 2 èìååì Cl :=
⋃m

j=l Aj = {x ∈ A | tl−1 < CN(x)}. Îöåíèì
ìåðó Cl. Ïîêðîåì A ìíîæåñòâàìè Ui ñ diam(Ui) ≤ tl−1 â êîëè÷åñòâå
N(tl−1) = Ntl−1

(A,X) øòóê. Ìåðà êàæäîãî Vi = Ui ∩ Cl íå ïðåâîñ-
õîäèò 1/N . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ëåììå 1 â Vi ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà ñ d(T nx, x) ≤ tl−1, 1 ≤ n ≤ N , ò.å. òî÷êà ó êîòî-
ðîé CN(x) ≤ tl−1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ Cl. Òàêèì îáðàçîì∑m

j=l aj = µ(Cl) ≤ N(tl−1)/N . ßñíî, òàê æå, ÷òî µ(Cl) ≤ a è ∑m
j=1 aj ≤ a.

Ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ :
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1) ∑m
j=1(g(tj)− g(0))aj → max; 2) ∑m

j=l aj ≤ cl := min(a,N(tl−1)/N), l ≥ 2,∑m
j=1 aj ≤ a; 3) aj ≥ 0.

Ðåøàÿ åå (íàïðèìåð ñèìïëåêñ-ìåòîäîì [8]) íàõîäèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå (7) ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå t1, t2, . . . , tm äîñòèãàåòñÿ íà a1 =
a− c2, a2 = c2 − c3, . . . , am−1 = cm−1 − cm, am = cm è ðàâíî

cm(g(tm)−g(0))+
m−1∑

k=2

(ck− ck+1)(g(tk)−g(0))+(a− c2)(g(t1)−g(0))+g(0)a

= cmg(tm) + (a− c2)g(t1) +
m−1∑

k=2

(ck − ck+1)g(tk) =

cmg(tm) + (a− c2)g(t1) +
m−1∑

k=2

ck(g(tk)− g(tk−1)) + c2g(t1)− cmg(tm−1)

=
m∑

k=2

ck(g(tk)− g(tk−1)) + ag(t1). (8)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî t ∈ (0, 1] âûïîëíåíî ∫

A g(CN(x))dµ ≤ ag(t) +
∫ 1
t NA(x)dg(x). Ïî-

ëó÷èëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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